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Sea la acción S definida como

S = 1
2

∫ [
∂µφ∂

µφ−m2φ2
]

d4x (1)

1. Demostrar que L = 1
2 [∂µφ∂µφ−m2φ2] es invarian-

te Lorentz
Sea Λ la transformación de Lorentz definida por

γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 =⇒ ∂µ
′ = Λµ′

µ∂
µ (2)

Entonces ∂µ transforma como

∂µ′ = ηµ′ν′∂ν
′ = ηµ′ν′Λν′

ν∂
ν = ηµ′ν′Λν′

νη
νµ∂µ = Λ µ

µ′ ∂µ (3)

Donde ηνµ es la matriz inversa de ηνµ. Usando la propiedad demostrada en el ejercicio
anterior η = ΛTηΛ obtenemos una propiedad muy interesante de Λ µ

µ′ :

δµν = ηµαηαν = ηµα
(
Λβ

αηβµ′Λµ′

ν

)
=
(
ηµαΛβ

αηβµ′

)
Λµ′

ν = Λ µ
µ′ Λµ′

ν = δµν (4)
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Entonces ¿cómo transforma L bajo Λ?

L ′ = 1
2
[
∂µ′φ′∂µ

′
φ′ −m2φ′2

]
= 1

2
[
Λ µ
µ′ ∂µφ

′Λµ′

ν∂
νφ′ −m2φ′2

]
(5)

= 1
2
[(

Λ µ
µ′ Λµ′

ν

)
∂µφ

′∂νφ′ −m2φ′2
]

= 1
2
[
δµν ∂µφ

′∂νφ′ −m2φ′2
]

(6)

= 1
2
[
∂µφ

′∂µφ′ −m2φ′2
]

(7)

Vemos que, en general, L no es invariante, para que L sea invariante bajo la transfor-
mación Λ necesitamos imponer que φ′(x′) ≡ φ′(Λx) = φ(x). Fijémonos que no hemos
usado la forma específica de Λ en ningún momento, por lo que toda esta demostración
es válida para cualquier Λ que cumpla la condición η = ΛTηΛ.

2. Calcular δS
δφ

La definición de derivada funcional es

δS

δφ
= ∂L

∂φ
− ∂µ

∂L

∂ (∂µφ) (8)

Calculemos las dos derivadas parciales:

∂L

∂ (∂µφ) = ∂

∂ (∂µφ)

(
ηαβ

2 ∂αφ∂βφ−
m2

2 φ2
)

= ηαβ

2
∂ (∂αφ∂βφ)
∂ (∂µφ) (9)

= ηαβ

2
[
δµα∂βφ+ δµβ∂αφ

]
= 1

2 [∂µφ+ ∂µφ] = ∂µφ (10)

∂L

∂φ
= ∂

∂φ

(
ηαβ

2 ∂αφ∂βφ−
m2

2 φ2
)

= −m
2

2
∂

∂φ

(
φ2
)

= −m2φ (11)

Finalmente sustituyendo a la ecuación (8)

δS

δφ
= ∂L

∂φ
− ∂µ

∂L

∂ (∂µφ) = −m2φ− ∂µ∂µφ = −
(
∂µ∂

µ +m2
)
φ (12)
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